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Kontinuierliche Zufallsvariablen und ihre Wahrscheinlichkeitsdichte

Während wir das Konzept der Verteilung für die Definition der Wahrscheinlichkeitsfunktion

verwendet haben, nutzen wir das Konzept der Verteilungsfunktion für die Definition der

Wahrscheinlichkeitsdichte.

Definition 1 (Kontinuierliche Zufallsvariablen und ihre Wahrscheinlichkeitsdichte). Sei

X : Ω→R eine numerische Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P ), und

sei F die kumulative Verteilung von X . Wenn es eine Funktion f :R→R+ gibt, derart dass für

jedes x ∈R

F (x) ≡
∫x

−∞
f (x) d x, x ∈R (1)

gilt, dann nennen wir X kontinuierlich, und die Funktion f die Wahrscheinlichkeitsdichte von

X .

Bemerkung 1. Dieser Definition zufolge ist also die Fläche unter der

Wahrscheinlichkeitsdichte f (x) — genau diese wird mit dem o. g. Riemann-Integral berechnet

— die Wahrscheinlichkeit dafür, dass X einen Wert kleiner oder gleich x annimmt.
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Dichte der Normalverteilung

Definition 2 (Normalverteilung). Die Dichte der Normalverteilung ist definiert durch

f (x) ≡
1

p
2πσ2

·exp

(

−(x −µ)2

2σ2

)

, (2)

wobei µ der Erwartungswert und σ2 die Varianz von X sind. Sind µ= 0 und σ2 = 1, dann ist

f (x) die Dichte der Standardnormalverteilung.

µ
µ−σ µ+σ

µ−1.96 ·σ µ+1.96 ·σ x

0.025 = 1−F (µ+1.96 ·σ)0.025

0.341 = F (µ+σ)−F (µ)0.341

0.134 = F (µ+1.96 ·σ)−F (µ+σ)0.134

0

0.1

0.2

0.3

Dichte f (x)
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Normalverteilungen mit verschiedenen Erwartungswerten und Varianzen
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R-Befehle zur Normalverteilung

Description

■ Density, distribution function, quantile function and random generation for the normal distribution with

mean equal to mean and standard deviation equal to sd.

Usage

■ dnorm(x, mean=0, sd=1, log = FALSE) Dichtefunktion

■ pnorm(q, mean=0, sd=1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE) Verteilungsfunktion

■ qnorm(p, mean=0, sd=1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

■ rnorm(n, mean=0, sd=1)

Arguments

■ x, q vector of quantiles.

■ p vector of probabilities.

■ n number of observations. If length(n) > 1, the length is taken to be the number required.

■ mean vector of means.

■ sd vector of standard deviations.

■ log, log.p logical; if TRUE, probabilities p are given as log(p).

■ lower.tail logical; if TRUE (default), probabilities are P (X ≤ x), otherwise, P (X > x).
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Tabelle der Standardnormalverteilung

Aus: Hays, W. L. (1994). Statistics. Fort Worth, TX: Harcourt Brace.
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Tabelle der Standardnormalverteilung (2a)

Aus: Hays, W. L. (1994). Statistics. Fort Worth, TX: Harcourt Brace.
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Tabelle der Standardnormalverteilung (2b)

Aus: Hays, W. L. (1994). Statistics. Fort Worth, TX: Harcourt Brace.
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Dichte der zentralen χ
2-Verteilung

Definition 3 (Zentrale χ
2-Verteilung). Seien Xi unabhängige, normalverteilte Zufallsvariablen mit

Erwartungswert µ= 0 und Varianz σ2 = 1. Dann hat

X ≡
n
∑

i=1

X 2
i (3)

eine zentrale χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden, d. h. die Dichte von X ist

f (x) =























x(n/2)−1 ·exp
(−x

2

)

2n/2 ·Γ
(n

2

) , falls x > 0

0 , falls x ≤ 0.

(4)

Dabei bezeichnet Γ(n/2) die Gamma-Funktion

Γ(a)≡
∫∞

0
t a−1exp(−t ) d t , a > 0, (5)

mit dem Argument n/2. Dabei ist Γ(a) = (a −1)! , falls a eine positive ganze Zahl ist und

Γ(a) = (a −1) ·Γ(a −1).

Bemerkung 2. Der Erwartungswert von X ist n und die Varianz 2n.
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χ
2 Verteilungen mit 1,5, 10, 20 und 30 Freiheitsgraden
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R-Befehle zur χ2-Verteilung

Description

■ Density, distribution function, quantile function and random generation for the χ
2 distribution with df

degrees of freedom and optional non-centrality parameter ncp.

Usage

■ dchisq(x, df, ncp=0, log = FALSE) Dichtefunktion

■ pchisq(q , df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE) Verteilungsfunktion

■ qchisq(p, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

■ rchisq(n, df, ncp=0)

Arguments

■ x, q vector of quantiles.

■ p vector of probabilities.

■ n number of observations. If length(n) > 1, the length is taken to be the number required.

■ df degrees of freedom (non-negative, maybe non-integer).

■ ncp non-centrality parameter (non-negative);

■ log, log.p logical; if TRUE, probabilities p are given as log (p).

■ lower.tail logical; if TRUE (default), probabilities are P (X ≤ x), otherwise, P (X > x).
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χ
2-Verteilung Tabelle

Aus: Rasch, D. & Kubinger, K. D. (2006), Statistik für das Psychologiestudium. Heidelberg:

Elsevier.
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t -Verteilung

Definition 4 (Zentrale t-Verteilung). Seien X1 und X2 zwei unabhängige Zufallsvariablen,

wobei X1 standardnormalverteilt ist und X2 (zentral) χ2-verteilt mit n Freiheitsgraden. Die

Dichte von

X ≡
X1

p
X2/n

(6)

ist dann

f (x) =
Γ

[

n +1

2

]

p
n π ·Γ

(n

2

)

(

1+
x2

n

)−(n+1)/2

, (7)

die t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. [Siehe Gl. (5) zur Definition der Gamma-Funktion].

Bemerkung 3. Der Erwartungswert von X ist 0 und die Varianz n/(n −2).
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Zentrale t -Verteilung für d f = 1,5,10
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R-Befehle zur t -Verteilung

Description

■ Density, distribution function, quantile function and random generation for the t distribution with df

degrees of freedom (and optional non-centrality parameter ncp).

Usage

■ dt(x, df, ncp, log = FALSE) Dichtefunktion

■ pt(q , df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE) Verteilungsfunktion

■ qt(p, df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

■ rt(n, df, ncp)

Arguments

■ x, q vector of quantiles.

■ p vector of probabilities.

■ n number of observations. If length(n) > 1, the length is taken to be the number required.

■ d f degrees of freedom (> 0, maybe non-integer). df = Inf is allowed. For qt only values of at least one are

currently supported.

■ ncp non-centrality parameter delta; currently except for rt( ), only for abs(ncp) ≤ 37.62. If omitted, use the

central t distribution.

■ log, log.p logical; if TRUE, probabilities p are given as log (p).

■ lower.tail logical; if TRUE (default), probabilities are P (X ≤ x), otherwise, P (X > x).
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t -Verteilung Tabelle

Aus: Rasch, D. & Kubinger, K. D. (2006),

Statistik für das Psychologiestudium. Heidelberg: Elsevier.
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F -Verteilung

Definition 5 (Zentrale F -Verteilung). Seien X1 und X2 zwei unabhängige Zufallsvariablen mit zentraler

χ
2-Verteilung mit n1 bzw. n2 Freiheitsgraden. Die Dichte von

X ≡
X1/n1

X2/n2
(8)

ist dann

f (x) =
Γ

(n1 +n2

2

)

·n
n1/2
1 ·n

n2/2
2 ·x(n1/2)−1

Γ
(n1

2

)

·Γ
(n2

2

)

· (n2 +n1x)(n1+n2)/2
, x > 0, (9)

die zentrale F -Verteilung mit n1 und n2 Freiheitsgraden. Dabei bezeichnet Γ(ni /2) wieder die

Gamma-Funktion mit dem Argument ni /2, wobei i = 1,2.

Bemerkung 4. Der Erwartungswert von X ist n2/(n2 −2), für n2 > 2, und die Varianz ist

2n2
2(n1 +n2 −2)

n1 · (n2 −2)2 · (n2 −4)
, für n2 > 4 . (10)
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F -Verteilungen
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R-Befehle zur F -Verteilung

Description

■ Density, distribution function, quantile function and random generation for the F distribution with df1 and

df2 degrees of freedom (and optional non-centrality parameter ncp).

Usage

■ df (x, df1, df2, ncp, log = FALSE) Dichtefunktion

■ pf (q , df1, df2, ncp, lower.tail= TRUE, log.p = FALSE) Verteilungsfunktion

■ qf (p, df1, df2, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

■ rf (n, df1, df2, ncp)

Arguments

■ x, q vector of quantiles.

■ p vector of probabilities.

■ n number of observations. If length(n) > 1, the length is taken to be the number required.

■ df1, df2 degrees of freedom. Inf is allowed.

■ ncp non-centrality parameter. If omitted the central F is assumed.

■ log, log.p logical; if TRUE, probabilities p are given as log(p).

■ lower.tail logical; if TRUE (default), probabilities are P (X ≤ x), otherwise, P (X > x).
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F -Verteilung Tabelle

Aus: Rasch, D. & Kubinger, K. D. (2006), Statistik für das Psychologiestudium. Heidelberg: Elsevier.
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